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UNIDADES TEMATICAS

1. Unidad Tematica .- Conceptos Basicos de las Ecuaciones Diferenciales

2. Horas Practicas 5

3. Horas Teoricas 5

4. Horas Totales 10

5. Objetivo

Comprender qué es una ecuacion diferencial, su origen, sus tipos, su solucion y su
interpretacion en problemas de ingenieria, para Modelar sistemas

electromecanicos, mediante el estudio de casos.

TEMA SABER

Definiciones y terminologia Describir los criterios de clasificacion de

las ecuaciones diferenciales
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|1. Concepto bdsico de las ecuaciones diferenciales

1.1. Definiciones y terminologia

Ecuacion.- Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, puede no existir
regla de correspondencia uno a uno como en el caso de la funcion.

2, 2
Ejemplo: X +¥ =1

Modelo matematico.- Es la representacion matematica de una situacion del mundo
real en términos de una relacién funcional, estos modelos matematicos suelen
incluir las limitaciones fisicas del problema.

Ejemplo: No existen volimenes negativos o tiempos negativos.

Derivada.- En geometria, la derivada de una funcidén en un punto representa el

valor de la pendiente de la recta tangente en dicho punto.

La derivada de una funcion mide el coeficiente de variaciéon de dicha funcién. El
coeficiente de cambio indica lo rapido que crece (o decrece) una funcién en un
punto (razén de cambio promedio) respecto al eje “X”.

Para encontrar la linea tangente en un punto “P” tenemos que encontrar la
pendiente en ese punto, (esto es con el fin de hallar la férmula punto-pendiente).
La pendiente de la linea tangente se puede aproximar utilizando una linea secante
gue pasa por el punto de tangencia y un segundo punto de la curva tal y como se

ilustra en la gréfica 1.1:
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Si (c, f(c)) es el punto de tangenciay (c+Ax, f(c+Ax)) es el segundo punto de la
gréfica, la pendiente de la linea secante esta dada por la férmula punto-pendiente
donde se sustituyen los valores de x por “c” y sus incrementos y los valores de y
por f(c) y sus incrementos quedando la formula de la pendiente de la siguiente

Y,—Yy, f(c+Ax)-f(c) f(c+Ax)-f(c)
X,—X  (C+AX)—c AX

forma: m=

Mediante este proceso podemos encontrar la pendiente de la linea tangente a
medida que Ax—cero que sera el punto en que la linea secante (en azul) se
convertira en la linea tangente (en verde), tal y como podemos apreciar en las

siguientes imégenes, graficas 1.2-1.8:
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Graficas 1.2 al 1.8

En otras palabras el limite cuando Ax tiende a CERO la pendiente de la linea
secante es la pendiente de la linea tangente 0 la linea secante pasa a convertirse
en la linea tangente.

La derivada representa en si un cambio de la funcion que se encuentra por este

procedimiento mencionado anteriormente.
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Ejemplo:

y=¢
Si derivamos esta funcién queda:

d 2 7 e )(2 (T3]
d—y=14xe7X Si en esta funcién remplazamos e’ por “y’ ya que es lo que

X

teniamos al principio quedaré:

dy
— =14x
dx Y

Ahora que pasaria si desde un inicio empezaramos con la ecuacion:

— =14xy
dx
Como obtener la ecuacion inicial sin ningun otro dato, esto es similar al problema

clasico del calculo dado una derivada encontrar la antiderivada o viceversa.

Ecuacion diferencial (ED).- Es cualquier ecuacion que contiene las derivadas de
una o0 mas variables dependientes con respecto a una o mas Vvariables

independientes.
Una variable es un simbolo cualesquiera que puede representar cualquier valor.

Variable independiente es aquella que toma valores independientemente de otros
factores y que no podemos controlar directamente, pero podemos controlar su
rango para efectos de estudios de un determinado comportamiento. Ejemplo: El

tiempo. Su efecto incide sobre variable dependiente.

Variable dependiente es aquella que toma valores de acuerdo a la funcion o

modelos matematico y al cambio de valores de la variable independiente.

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales.
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Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar por tipo, orden y linealidad.

A. Clasificacion por tipo.

Si una ecuacion diferencial contiene Unicamente derivadas ordinarias de una o
mas variables dependientes con respecto a una sola variable independiente, se
dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Ejemplo:

d’y dy dx dy

——+5y=¢", —+6y=0y —+—=2x+
ax YT Tk Y Y G y

Una ecuacion en la que se presentan las derivadas parciales de una o mas
variable dependiente de dos o0 mas variable independientes se denomina ecuacién

diferencial parcial (EDP).

Su S« ou S .ou  Su oV
e e R VAR )
ox: oy

o o ot sy ox
Notacion de Leibniz: Notacion prima:

dy
dx y

(@}

La notacion de Leibniz a pesar de ser mas larga indica claramente las variables

dependientes e independientes.
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Las derivadas parciales con frecuencia se indican mediante una notacion de
subindice que muestra las variables independiente ejemplo:
su S

—+
ox>  Oy?

es como decir u,, +U,,

B. Clasificacion por orden

El orden de una ecuacién diferencial representa el orden de la derivada mas alta

por ejemplo:

d’y d%y ,dy
—+5 —-2—==In(x
dx*  dx* dx 9

Esto representa el orden de una ecuacion diferencial de tercer grado.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden se escriben

ocasionalmente de la forma:
M(x,y)+N(x,y)=0

(y—x)dx+4xdy =0 si dividimos todo entre dx entonces:

NOTA: (ydx—xdx+4xdy =0)/dx si y'=%
X

y—x+4xd—y:0
dx

4xy'+y =X
Yty y L=ty
dx Y e oY
4xy'+y =X
y,:(x4—_y) Es la forma normal
X

C. GRADO DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
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El grado de una ecuacion diferencial (que puede escribirse como un polinomio con
respecto a las derivadas), es la potencia que aparece en la derivada mas alta en la

ecuacion, ejemplo:

(2y")3 —4( y')4 +7y=8 Es una ecuacion diferencial de tercer grado
30\ 2.,\2
ay | _[dy +Q =9 Es una ecuacion diferencial de segundo grado
dx® dx? dx

D. Clasificacion por linealidad

Una ecuacion diferencial es lineal si F es lineal esto es:

dn dn—l d
a, (x) dx?‘/ +a,.,(X) dx”){ +...+a1(x)d—§(l+a0(x)y =g(x)

Caracteristicas de linealidad:

e La variable dependiente “y” asi como todas sus derivadas y’,y”,y" son de
primer grado, es decir, la potencia de cada uno de los términos que
involucran a “y” es 1.

e Los coeficientes ao, a1, an de y, y’, y" dependen a lo sumo de la variable
independiente “x”.

e La funcién g(x) es una funcién dada de la variable independiente x, por lo
tanto g(x) puede ser igual a cero en algunos casos.

e Las funciones de “y” o de las derivadas de “y” tales como Sen (y) , Cos (
y)y,In{y”),ey, ey’ , etc, no pueden aparecer en una ecuacion

diferencial lineal.

(1-y)y'+2y=e* Término no lineal: el coeficiente depende de “y”

d2 rd . . . H “e N
d—¥+sen(y) =0 Término no lineal: funcién no lineal de “y
X
5“““0\1#;,%64%%"
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d'y

F+ y> =0 Término no lineal: potencia diferente de 1
X

| Soluciones de ecuaciones diferenciales. |

Una solucién de una ecuacion diferencial es cualquier funcién o relacién que

satisface la ecuacion, dicho de otra forma la reduce a una identidad.

Una ED de orden “n” es una igualdad que relaciona la variable independiente con
la “n-ésima” derivada de la variable independiente (puede incluir derivadas de

orden menor). Esto lo resume la forma general para una ecuacién de orden “n”.

F X;yiﬂy'-'d y =O
dx  dx"

F= funcion que depende “x”, “y”, y de las derivadas de “y” hasta el orden “n”.

Suponemos que la ecuacion es valida para toda “x” en un intervalo abierto (a, b)

donde “a” y “b” pueden ser infinitos.

Los tipos de soluciones de las ecuaciones diferenciales se clasifican en explicitas

e implicitas.

a) Solucion explicita: Una funcién f(x) tal que al sustituirla por la variable
dependiente en la ecuacion general satisface la ecuacion para toda “x” en el
intervalo. Dicho de otra forma: Una funcién o relacién que satisface a una
ecuacion diferencial y en su estructura la variable dependiente se expresa
tan solo en términos de las(s) variable(s) independiente(s) y constante(s) se
llama solucién explicita.

b) Solucion implicita: Se dice que G(x, y)=0 es una solucion implicita de la

ecuacion inicialen el intervalo | si define a una o més soluciones explicitas
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en |. Se resume en: Una funcién o relacion que satisface a una ecuacion

diferencial y que involucra en su estructura tanto variable dependientes

como independientes es una solucion implicita de la ED.

Ejemplos de soluciones explicitas.

Ejemplo 1: Probar que las funciones definidas por x(t)=e5t y x(t)=e™ son dos

soluciones explicitas de la ecuacion diferencial:

2
9% 2% 15x-0
dt dt
Paso 1: Derivar las veces que indique el problema en este caso es hasta la
segunda derivada.

x(t)=e”
% — 5e5t
dt

2
d—;( = 25¢”
dt

Paso 2: Sustituimos en la ED.

d—Z;(—Z%—Ex =0

dt?

25¢* —2(5e™ ) -15(e™) =0
0=0

. X(t)=e™ es una solucién explicita de la ED.

Ahora tenemos que comprobar la segunda funcion y hacemos los mismos pasos.

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 10



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Paso 1: Derivar las veces que indique el problema en este caso es hasta la
segunda derivada.

x(t)=e™
% — _3e—3t
dt

d_2X — ge_3t
dt?

Paso 2: Sustituimos en la ED.

d—zz(— 2%—15x =0

dt dt

9% -2 (—3e-3t ) —15( e ) =0
0=0

. X(t)=e" es una solucién explicita de la ED.

Ejemplo 2: Probar que la funcion v(x,y) =e*sen(2y) es una solucion explicita de la
ED:

2 2
eop: 4V, 24V,
dx dy

Paso 1: En este caso tenemos que llegar hasta la segunda derivada parcial de
cada variable veamos.

v(x, y) =e*sen(2y)

N _ 3e**sen(2y) N _ 2e¥ cos(2y)
OX oy
o%v o%v
— =9e%sen(2 — =—4e*sen(2
o (2y) PG (2y)
;a“‘i;;’%éﬁ
5 w w
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Paso 2: Sustituimos en la EDP.

d?v _d%

—+2—=V

dx®  dy?

9e**sen(2y) + 2(—4e3xsen(2 y)) =e*sen(2y)
e¥sen(2y) = e*sen(2y)

- v(x, y) =e¥sen(2y) es una solucion explicita de la EDP.

Ejemplo 3: Probar que la funcién y=+9-x* es una solucion explicita de:
ED:y'= =
y

Paso 1: En este caso solo necesitamos la primera derivada y aplicar la regla de la

raiz cuadrada para derivar.

y=+9-x
S
ZJ9-x2  J9—x2

y

Paso 2: Sustituimos en la ED

-X =X
Jo—x2  Jo-x?

-y =+9—x* es una solucion explicita de la ED.

Ejemplo 4: Determine los valores de m tales que y=e™ sea una solucién de la

ecuacion diferencial siguiente:

ED:y"-5y'+6y=0
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Paso 1: Derivar respeto a la ecuacion diferencial.

y:emx
y|: memx
yn — mzemx

Paso 2: Sustituimos en la ED

y"-5y'+6y=0

m2e™ —5(me”‘x)+ 6(emx) =0

Factorizamos:

e”“(m2 —5m+6=0)

Paso 3: Encontramos las soluciones a la ecuacion
m?>-5m+6=0

m =2

m, =3

Paso 4:

= mx -y -7 - - - -
Conclusion final ¥ =€ es solucién de la ecuacion diferencial si y solo si mi=2 y
m2=3
Comprobacién:

1) Sim=2 entonces

y — er
y'=2e*
y"=4e*

Ahora sustituimos en la ecuacion diferencial:

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 13



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES
y"-5y'+6y=0

4e* -5(2e™) +6e” =0

10e** -10e** =0

0=0

. Por lo tanto si m=2 entonces y = e** es una solucion explicita
También:

y"-5y'+6y=0

9™ —5(3e%)+6e” =0

156 -15e> =0

0=0

. Por lo tanto si m=3 entonces y = ¥ es una solucion explicita

“, M

Ejemplo 5: La expresion y®-3x+3y=5 define a “y” implicitamente como una

funcion de “x”. Demostrar que esta funcién es solucion implicita de la ecuacion

diferencial y":—2y(y')3

Paso 1: Derivar respeto a la ecuacion diferencial y como es de segundo orden

ocupamos la segunda derivada implicita:

%(y3—3x+3y:5)

3y’y'-3+3y'=0
Factorizamos y'
y'(3y*+3)-3=0
Despejamos y'

.3
Y= 3y?+3
Sacamos tercera
.1
Y= vy’ +1
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i y'— 1
dx vy’ +1

y'=-1(y*+1)" (2yy)
W —2yy' 1
=g =2y ——
(y +1) (y +1)
Paso 2: Sustituimos en le ecuacion diferencial

y'=-2y(y)’

3
1 1
y—= -
y(y2+1)3 y(yz_”_]

Paso 3: Concluimos que y’-3x+3y=5 es una solucion implicita de la ED

y'=-2y(y').

| Teorema de la existencia y unicidad. |

Sea dada una ecuacion diferencial y’=f (x, y), donde la funcién f (x, y) esta
definida en un recinto D del plano XOY que contiene el punto (Xo, Yo). Si la funcién

f (X, y) satisface a las condiciones:

a) f(x,y) es una funcién continua de dos variables x e y, en el recinto D

b) f(x, y) admite derivada parcial g_f , continua con respecto de x e y en el recinto
y

D, entonces, existe una, y sélo una, solucién y =¢(x) de la ecuacién dada que

satisface a la condicién vy

x=x, — Yo
La condicién y|,_, =Y,se llama condicion inicial. El problema de la busqueda de la

solucion de la ecuacion f(x, y) que satisface la condicion inicial y|,., =Y,, lleva el

nombre de Cauchy.
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Geométricamente esto significa que se busca la curva integral que pasa por el

punto dado Mo(Xo, Yo) del plano XOY fig. 1.9

i
Ay

¥a

N % b

Fig. 1.9
El teorema expresa las condiciones suficientes para la existencia de solucion
unica del problema de Cauchy para la ecuacion y’=f (x, y), pero estas condiciones

no son necesarias. Precisamente, puede existir una solucién Gnica de la ecuacion

y’=f (X, y) que satisface a la condicion y

«—x, = Yo, @ pesar de que en el punto (xo,

yo) no se cumpla la condicion a) o la condicibn b), o estas condiciones

simultdneamente.

EJEMPLO 1: Considere la ecuacion diferencial: y' :iz
y

Aqui:
1 of 2
Fxy)== —=-=
y oy y
En los punto (xo0,0) del eje OX no se cumplen las condiciones a) y b) (la funcion

f (X, ¥) y su derivada parcial ?—f son discontinuas en el eje OX), mas, por cada
y

punto del eje OX pasa por una sola curva integral y = 3§/(x—x,) , fig. 1.10
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Fig. 1.10

EJEMPLO 2: Considere la ecuacion diferencial: y'=xy+e™”
El segundo miembro de la ecuacién f(x,y)=xy+e” y su derivada parcial

of o :
5—:x—e son continuas con respecto a x e y en todos los puntos del plano
y

XOY. En virtud del teorema de existencia y unicidad, el recinto en el que la

ecuacion dada tiene solucién unica es todo el plano XOY.

EJEMPLO 3: Considere la ecuacion diferencial: y' =g3 y’

El segundo miembro de la ecuacién f(x, y)=§$/? es una funcion definida y

continua en todos los puntos del plano XOY. La derivada parcial i—f = 3i se hace
y y

infinita para y=0 se infringe la condicion b) del teorema de existencia y unicidad.

Por consiguiente, es posible que no haya unicidad en los puntos del eje OX.

L - X+C . .
Facilmente se comprueba que la funcion y:% es solucion de la ecuacion

considerada. Ademas, la ecuacion tiene la solucién evidente y=0. Asi, pues, por
cada punto del eje OX pasan por lo menos dos curvas integrales y, por
consiguiente, en los puntos de este eje, verdaderamente, queda infringida la
unicidad. Fig. 1.11
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Fig. 1.11

Son también lineas integrales las formadas por trozos de las parabolas cubicas

3
X+C
( ) y los segmentos del eje OX; por ejemplo, las lineas ABOCi1, ABB:C,

y="—"

A2B2x, etc. De este modo, por cada punto del eje OX pasan infinitas lineas

integrales.
La interpretaciéon geométrica podemos resumirla en la figura 1.12

)I
A

K et
=7

S

S
+.————-u———
=7

o4

Fig. 1.12 Diagrama para el teorema de existencia y unicidad.
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El teorema nos dice 2 cosas:

1. Cuando una ecuacion satisface las hipétesis del teorema tenemos la seguridad
de que existe una solucién al problema con valor inicial (nos ahorra tiempo en la
solucion).

2. Cuando se satisfacen las hipétesis, existe una Unica solucién del problema con
valor inicial.

Esta unicidad nos dice que si podemos determinar una solucion, entonces esta es
la Unica solucién para el problema con valor inicial. Graficamente el teorema dice
gue solo hay una curva solucidon que pasa por el punto (Xo, Yo). En otras palabras,
para esta ecuacion de primer orden, no puede ocurrir que se crucen dos

soluciones en algun punto del rectangulo.

EJEMPLO 4: Para el problema con valor inicial: % =x"-xy’, y(l) =6 determine si
X

existe una solucién unica.

f(xy)=x"-xy’y (;—f=—3xy2 ambas funciones son continuas, Por lo tanto el
y

problema tiene una Unica solucion en un intervalo con x=1, y=6

I Problemas de valor inicial y condiciones de frontera.

“Es encontrar una ecuacion de la ecuacion diferencial en un intervalo | que

satisfaga en xo las n condiciones iniciales”.

Y(Xo): Yo
dy

dX(XO): Y1

2
%(XO) =Y, Xo€ 1, YYo ¥ir YoV, SON CONStantes dadas.
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a) En el caso de una ecuacion de primer orden, las condiciones iniciales se

reducen a un Unico requisito: y (Xo)=Yo.

b) En el caso de una ecuacion de segundo orden, las condiciones iniciales tienen

la forma:
y(Xo): Yo
)=y
dX 0 1

La terminologia condiciones iniciales proviene de la mecanica, donde la variable
independiente x representa el tiempo y se indica como t. Si to es el instante inicial
d
(%))=Y . _ytozyl .
0 o representa la posicién inicial de un objeto y dt proporciona su
velocidad inicial.

Analicemos estos dos conceptos mediante el siguiente ejemplo: Una particula P
se mueve a lo largo del eje x (figura 1.13) de tal manera que su aceleracion en

cualquier tiempo t >0 estd dada por a=16-24t .

a) Encuentre la posicion x de la particula medida del origen O a cualquier
tiempo t >0 , asumiendo que inicialmente t = O esta localizada en x = 2 y
esta viajando a una velocidad v = -5.

b) Trabaje con la parte a) si solamente se sabe que la particula esta localizada

inicialmente enx =2 cuandot=0yenx =7 cuandot = 1.

>

Fig. 1.13
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a) Sabemos que la aceleracion en O de la particula es:

2
a:16—24t:d—§:£(%j
dt?  dt| dt

d (%) = (16— 24t)dt

dt

dx 247
jd(a}j(m—zm)dt:mt— 4G,

v(t)=16t-12t° +¢,

Como v =-5, cuando t =0, esto es v(0) =-5
v(t)=16t-12t* +c,

~5=16(0)-12(0)" +¢,
¢ =-5

Asi: |v(t) =16t -12t* -5

Integrando:

v _ & =16t -12t2 -5
dt

[dx = [(16t—12t" ~5)dt

2 3
x(t)=16t —£—5t+c2 =|8t* —4t° -5t +c,
2 3

Comox=2,t=0,estoesx (0)=2

x(t)=8t* —4t’ -5t +c,
2=8(0)" -4(0)° -5(0)+c,
"¢, =2

(@]

x(t)=8t>—4t> -5t +2

En consecuencia: , esta ecuacion, define la posicién de la

particula en cualquier instante de tiempo t>0.
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b) Considerando nuevamente la aceleracion en O de la particula como

2
a=9%_16_2at
dt

Procediendo como en a) tenemos que la velocidad de la particula viene dada por
v(t) =16t -12t° +c,

En este caso no existe condicidén para v(t), entonces integrando nuevamente
x(t)=8t*—4t’ +ct+c,

Determinemos C: en, usando la condicion x(0)= 2, t=0, esto es

x(t)=8t"—4t° +ct+c,
2=8(0)° —4(0)’ +¢,(0)+c,
5.C,=2

Asi: |x(t) =8t —4t’ +ct+2

Por otro lado, cuando t=1; x=7 , esto es x(1)=7 , entonces de

x(t)=8t*—4t’ +ct+2
7=8(1)° —4(t)’ +¢,(1)+2
¢ =1

(@]

En consecuencia: |x(t)=8t*—4t° +t+2

De donde |x(t)=8t>-4t’+t+2|, define la posicién de la particula en cualquier

instante de tiempo del intervalo 0<t<1.

El problema anterior se reduce a resolver las formulaciones matematicas

siguientes:
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2 2
a)%:16—24t b)%:16—24t
x(0)=2 x(0)=2
x'(0)=-5 x'(0)=7

Una diferencia importante entre ellas es que en:

a) Las condiciones sobre la funcion desconocida x y su derivada x estan

especificadas en un solo valor de variable independiente (en este caso t = 0).

b) Las condiciones sobre la funcién desconocida x se especifican en dos valores

(distintos) de la variable independiente (en este casot=0yt=1).

Los dos tipos de problemas presentados en a) y b) se llaman problemas de valor

inicial y de frontera respectivamente.

Un problema de valor inicial, es un problema que busca determinar una solucion a
una ecuacion diferencial sujeta a condiciones sobre la funcidon desconocida y sus
derivadas especificadas en un valor de la variable independiente. Tales

condiciones se llaman condiciones iniciales.

Un problema de valor de frontera, es un problema que busca determinar una
solucién a una ecuacion diferencial sujeta a condiciones sobre la funcién
desconocida especificadas en dos o mas valores de la variable independiente.

Tales condiciones se llaman condiciones de frontera.

Nota: En general el problema de valor inicial para determinar la solucion a una

ecuacion diferencial de orden n deberd estar sujeto a las condiciones iniciales.

Ejemplo 1: Para comprender estos conceptos, resolvamos los siguientes

problemas de valor inicial. Consideremos la ecuacion diferencial:

d’y
dx?

+y=0

orsidsg
»
%,

o
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Sujeta a las siguientes condiciones iniciales:

y(0)=3 }

y'(0)=—4

Paso 1: Supongamos que por algun medio la resolvemos y obtenemos que

|y = Acos(x) + Bsen(x)| Solucién General.

Paso 2: Es solucion de la ecuacién diferencial. Usando la condicion inicial y(0)= 3,

sustituimos en la solucion general, se tiene:

|y = Acos(x) + Bsen(x)|
3= Acos(0) + B sen(0)
— —

1 0

S A=3

En consecuencia: |y =3cos(x) + Bsen(x)|

Paso 3: Derivando la solucion general obtenida en el paso 2, usamos la condicién
y (0)=-4:
—4 =-3sen(0) + B cos(0)

T T

~B=-4

Paso 4: Conclusidn, la solucion general toma la forma:

|y =3cos(x) —4sen(x)|

En este ejemplo |y=Acos(x)+Bsen(x)| representa la Solucion General de la

ecuacion diferencial, mientras que |y:3cos(x)—4sen(x)| representa una Solucion

Particular de la ecuacioén diferencial:
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2
M+y=0

dx?

De acuerdo con lo anterior podriamos entonces establecer las siguientes

definiciones.

Una funcion o relacién que satisface a una ecuacién diferencial y que involucra en
Su estructura constantes arbitrarias recibe el nombre de solucién general. Asi, una
ecuacion diferencial de orden n tendrd una solucién general que involucra n

constantes arbitrarias.

A la solucion obtenida de una soluciébn general al seleccionar los valores
particulares de las constantes arbitrarias (por ejemplo; para satisfacer condiciones

dadas), se le llama solucién particular.

Ejemplo 2: Sea y=x*+c solucién general de d—y:2x, a partir de la condicion
X

inicial y(2)=5 obtenga una solucion particular.

Paso 1: Solucion general y=x*+c y condicion inicial y(2)=5

Paso 2: Sustitucion de la condicién inicial en la solucion general, y=x*+c

5=2°4+c=4+cC
s.c=1

Paso 3: Conclusion, por tanto la solucién particular es: |y = x*+1

Paso 4: Comprobacion, derivando la solucién particular

y'=2X
2x = 2X, equivalente a la ecuacion diferencial inicial

Ejemplo 3: Sea y’>-xy=c solucién general de %: y a partir la condicién

2y —X

inicial y(1)=2 obtenga una solucion particular.
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Paso 1: Solucion general y* —xy =cy condicion inicial y(1)=2
Paso 2: Sustituir la condicion inicial en la solucién general

y>—xy=c

2" -(1)(2)=c
4-2=c
n2=C

Paso 3: Conclusion, por tanto la solucion particular implicita es:

y>—xy =2

Paso 4: Comprobacion, derivando la solucion particular (derivacion implicita)

2yy'—(xy'+y)=0
2yy'—xy'-y=0
y'(2y-x)=y
Y
2y —X

y , equivalente a la ecuacion diferencial inicial.
Por otra parte, la forma explicita de la solucion particular es usando la formula
general.

y?—xy—-2=0

y- X++/x? +8

2

El problema de hallar soluciones generales de ecuaciones diferenciales sera
tratado mas adelante. Un problema mas simple es el problema inverso; hallar la
ecuacion diferencial a partir del conocimiento de su solucidon general, esto es,
dada la respuesta, encontrar el problema. Para motivar el procedimiento,

consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 4: Encuentre la ecuacion diferencial cuya solucion general es:
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y=ce* +3x—-4
Paso 1: Derivando la solucién general

y=ce > +3x—4
y'=-2ce *+3

Paso 2: Despejamos C:
y'-3=-2ce™

y—=3 _
287

Paso 3: Sustituyendo el despeje en la solucion general

y-3 _

y=ce > +3x—4 EyeTial

y:( yz__ijezx—i-Bx—4
~2e

{y - (_3’2;23 )e*x +3x—4} (-2)

—2y=Yy'-3-6X+6
—2y—-y'=-6x+5

Paso 4: Conclusién, por tanto |y'+2y=6x-5| es la ecuacién diferencial cuya

solucion general es la ecuacion inicial.

Paso 5: Comprobacion, sustituir en la ecuacion diferencial

—2ce +3+ 2(ce‘2x +3x—4) —6Xx-5
3+6Xx—-8=6x-5
6X-5=6x-5

Ejemplo 5: Encuentre la ecuacion diferencial cuya solucion general es y =c¢,x +¢,x°
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Paso 1: Derivando la solucién general hasta la segunda derivada porque hay 2

constantes arbitrarias:

y'=¢, +3c,X°
y"=6¢c,X

Paso 2: Despejamos c2:

Paso 3: Sustituyendo el despeje en la primera derivada
' y“ 2
=Cc, +3| — |X

y=c+3 L)

y':c1+3(y€jx

Paso 4: Despejamos C1

Paso 5: Sustituyendo ambos despejes en la solucion general y =c¢,x+c,x°

y_(y 2)x+[6x)x

W%2+Y%2

y=y'x-

6
' y"X2 y"X2 ' ny,2 ny,2
y=Yy'X— 5 + 5 (6) >6y=6y'x—3y"x*+y"x

0=6y'x—6y—2y"x* , dividimos toda la ecuacién entre -2, para ordenar la E.

Diferencial.
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Paso 6: Conclusion, por tanto y"x*-3y'x+3y =0 es la ecuacion diferencial cuya

solucion general es y = ¢, x+¢,x°
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1. Unidad Tematica Il.- Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
2. Horas Practicas 10

3. Horas Tedricas 5

4. Horas Totales 15

5. Objetivo

El alumno desarrollara las habilidades para el planteamiento y la solucion de
ecuaciones diferenciales de primer orden, para su aplicacion a modelos
relacionados con la ingenieria en mantenimiento industrial, mediante las técnicas

basicas de solucién y el uso de software para matematicas.
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I Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden ‘

‘ Ecuaciones de variables separables.

Las ecuaciones de variables separables son aquellas Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden en las que es posible despejar ambas variables para
posteriormente poder integrar y encontrar una solucién al problema, se pueden
expresar de forma general como:

dy _ dx

g(x) h(y)
h(y)dy = g(x)dx
Jh(y)dy = [ g(x)dx

H(y)=G(x)+c

Pasos generales:

1) Separar las variables, dejar de un lado la variable “y” y de otro lado la
variable “x”
2) Después se procede a integrar a ambos lados de la ecuacion.

Ejemplo 1:

(1+x)dy—ydx =0

Primero se separan las "x" y las "y"
(1+x)dy = ydx

dy  dx

y (1+x)
Ahora se integ ambos lados de la ecuacién

dy o dx
-[7_'[(1+X)

In(y)=In(1+x)+c,

Ahora se procede a despejar la "y", elimando el logaritmo el exponente

eIn(y) _ eIn(1+x) 1%

n(y) _ eln(ler)-n:,1

o
y (1+ X)Cl

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 31



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Ejemplo 2:

dy X
—=-=,y(4)=-3
Ty y(4)
ydy = —xdx
Iydy: —xadx

2 2
Yo X

2 2

Como esto representa una familia de circulo concéntricos centrados en el origen
tenemos entonces que:

(4) (3 =¢;
25=¢’
5.C,=5
Ejemplo 3:
dy 2
2 _vy?_4
dx y
dy =(y*—4)dx
2d y__ dx
y° -4
= Jox
y -4
En este caso para el lado izquierdo de la igualdad tenemos que usar un método de integracion,
especificamente fracciones parcial el caso de factores lineales no repetidos

D yzdz4 | y/jZ i yEZdy}yz -
1=A(y+2)+B(y-2)

.. Resolviendo el sistema de ecuaciones
y, =-2

y, =2
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1= A(-2+2)+B(-2-2)
1=0+B(-4)

1=A(2+2)+B(2-2)

1= A(4)+0
-
4

1 1
I4(y—2)_4(y+2)dy:IdX

%In(y—z)—%ln(y+2)=x+c

1 1
4 =In(y-2)-=I 2)=

(4 n(y-2) 2 n(y+2) x+cj
In(y—2)-In(y+2)=4x+4c
Aplicando propiedades de los logaritmos:

In(y;zjz4x+4c
y+2

Eliminando el logaritmo:
.n[gj
e y+2 :e4x+e4c

y_2 :e4x+4c
y+2

iy
&
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Ejemplo 4:
dy _ X—=5
dx y?

y*dy =(x—5)dx
Iyzdy :j(x—S)dx
y3 2

L =2 _bx+c
32

2
y® =3%—15x+3c

1
2 3
y= [%—15x+3cj

Ejemplo 5:

dy vy-1
axea VDO
dy dx
y-1 x+3
Iﬂ: dx

y-1 Jx+3
In(y—-1)=In(x+3)+c,
eh(y-1) _ ghn(x+3) 4 qc
y—1=x+3+e"
y=X+3+1+e"
y=x+4+c,

Ejemplo 6:

dy _ 6x° —2x+1

dx cos(y)+e’

(cos(y)+e*)dy =(6x° —2x+1)dx
sen(y)+e’ =x® —x*+x+c¢

En este caso no podemos despejar “y” por lo tanto nos tenemos que conformar
con esa solucion.
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‘ Ecuaciones diferenciales exactas.

Una expresion diferencial M(x,y)dx+N(x,y)dy es una diferencial exacta en una
region R del plano xy si corresponde al diferencial de alguna funcion f(x,y). Se dice
gue una ecuacioén diferencial de primer orden de la forma:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0

Es una ecuacion exacta si la expresion del lado izquierdo es una diferencial
exacta.

Prueba de la necesidad

M (%, y)dx+ N(x, y)dy = ﬁdx-i-ﬂdy
OX oy

of of
M(X,y)=5,N(X,y)=5—

mzz[ﬁjzﬁ S (5F)_oN
oy oy\lox) oyox SX 5y OX

Método de solucion.

Dada una ecuacion M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 determinamos si:
oM _oN
oy  OX
Después
Paso 1:

Integramos M(x,y) y agregamos g(y)
f (6 y) = [M(x y)dx+g(y)

Paso 2:

“, "

Derivamos con respecto a “y

of _

55y 2 I, y)dx+g(y)
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Paso 3:
Igualamos el paso 2 a N(x,y) y despejamos g’(x)

of o AN
5—y=5—ij(x,y)dx+g () =N(x)

) = NG Y) = M (x )0

Paso 4

Integramos g’(y)
[a'(y)dy=g(y)
Paso 5

Sustituimos el valor de g(y) en la integral del paso 1

Nota: El procedimiento es igual en caso de integral N(x,y) solo que las
variables se cambian.

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1:

2xydx+(x* —1)dy =0

M (x,y)=2xydx, N(xy)=(x"~1)dy

SM SN

_— = 2X=——
oy oX

Integramos M(X,y) con respecto a "x"

[ 2xydx = Z; y+9(y)=xy+9(y)

iy
&
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Derivamos con respecto a "y"
X2 +g'(y)

Igualamos a N(x,y)
X +g'(y)=x"-1

g'(y)=-1
Integramos g'(y)
g(y)=-y

Sustituimos en la integral

X'y -y

Ejemplo 2:

(2xy —sec®(x))dx+(x* +2y)dy =0

M(X,y)= (2xy—sec2(x))dx, N(x,y)= (x2 +2y)dy
M, _oN

=2X =
oy oX

Integramos M(X,y) con respecto a "x"

ZX

[ (2xy —sec? (x)) dx = 5 y —tan(x) + g(y) = x2y —tan(x) + g (y)
Derivamos con respecto a "y"
X*+9'(y)

Igualamos a N(x,y)
X*+g'(y)=x"+2y
9'(y)=2y

Integramos g'(y)
g(y) =V’

Sustituimos en la integral
X’y —tan(x) + y*

ca
QOuEdy
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Ejemplo 3:

(1+e*y+xe'y)dx+(xe* +2)dy =0
M(x,y) = (1+ e’y + xexy)dx, N(x,y)= (xeX +2)dy

M e N
oy oX

X

€" + Xxe

Integramos N(X,y) con respecto a "y"
I(xex + 2)dy =xe"y+2y+h(x)
Derivamos con respecto a "x"

xe*y +e*y+h'(x)

Igualamos a M(X,y)
xe'y+e*y+h'(x) =1+e*y + xe*y
h'(x)=1

Integramos h'(x)
h(x) = x

Sustituimos en la integral
Xe'y +2y+X

I Solucion por sustitucion y transformaciones

Cuando la ecuacion M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 no es separable, exacta ni lineal,
podemos transformarla en otra ecuacion que si podamos resolver.

Procedimiento:

1) Identifiqgue el tipo de ecuacion y determine la sustitucién o transformacion
adecuada

2) Escriba la ecuacion original en términos de las nuevas variables

3) Resuelva la ecuacion transformada

4) Exprese la solucion en términos de las variables originales.
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| Tipos de ecuaciones. |

Ecuaciones homogéneas.

Si el lado derecho de la ecuacion:

dy
o Ty (@)

Se puede expresar como una funcién que so6lo depende del cociente y/x, entonces
decimos que la ecuacion es homogénea.

Por ejemplo, la ecuacion
(x—y)dx+xdy=0 (2)

Se puede escribir de la forma

dy _y-x_y 4

dx X X

Ya que hemos expresado % como una funcion del cociente % ; es decir
%ZG(¥j , donde G(v):=v-1, entonces la ecuacién (2) es homogénea.

La ecuacion

(x—2y+1)dx+(x—y)dy=0(3)

Se puede escribir en la forma:

IR AN
dy _ x—2y+1_1 2(xj+x
dx y—X (y/x)-1

Por lo tanto, el lado derecho no se puede expresar como una funcién que sélo
dependa de y/x, debido al término 1/x en el numerador. Por lo tanto, la ecuacion
(3) no es homogénea. Un criterio para la homogeneidad de la ecuacion (1)

consiste en reemplazar “x” por “tx” y “y” por “ty”. Entonces (1) es homogénea si y
solo si:
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f(tx.ty)=f(xY)
Paratoda t =0

Para resolver una ecuacion homogénea, hacemos una sustitucibn mas o menos
evidente. Sea:

v=J
X

Nuestra ecuacion homogénea tiene ahora la forma

d
d—i ~G(v) (4)

[{pat) e N

Y sélo debemos expresar dy/dx en términos de “x” y “v”. Como v=y/x, entonces

“e “, "

y=vX. Recuerde que “v’ y “y” son funciones de “x”, por lo que podemos usar la
regla del producto para la derivada y deducir de y=vx que:

Entonces sustituimos la expresion anterior para dy/dx en la ecuacion (4) para
obtener

V+ XQ:G(V) (5)
dx

La ecuacion (5) es separable, y podemos obtener su solucion implicita de:

1 1
j—G(v)—vdV:I;dX

Solo falta expresar la soluciéon en términos de las variables originales “x” y “y”.
Ejempilo:
(xy+ y? +x2)dx—x2dy=0

Esta ecuacion no es exacta, separable ni lineal. Si la despejamos:
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dx x> X X
2

\' Vv

2 2 2
Lmzz{zj 1

Entonces es una ecuacion homogénea. Si v=y/x y dy/dx=v+x(dv/dx), obtenemos
que

dv
V+X—=V+Vi+1

dx
x%:v+v2+1—v
dx
xy:v2+1
dx
xdv = (v* +1) dx
dv. _dx
VA4l X
Integramos a ambos lados:
-
(v)2+1 X

tan~*(v) = In(x) + ¢

Entonces

v= tan(In(x)+c)

Finalmente sustituimos y/x en vez de “v”’ y despejamos “y” para obtener
y=xtan(In(x)+c)

es la solucion explicita de: (xy +y”+x*)dx—x*dy =0

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 41



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Ejemplo:
dy_x_y
X Yy X
Si V:X, entonces ~ = v
X y
Y d—y=v+xﬂ
dx dx

dv
VEX—=V 4V
dx

dv.
X— =V +V-V
d

X
xyzv’l
dx
dv 1
X_:_
dx v
Despejando:
dv 1
V—==—
dx x
vdv:ldx
X
1
vdv = | =dx
Juav ==
V2
—=In(x)+c
5 (X)

Despejamos "v"

v =2(In(x) +c)
v=,/2(In(x)+c)
Sustituyendo "v"

y_
;_«/Z(In(x)+c)
y =Xy/2(In(x) +c)

Ejempilo:
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dy
2Xy —
y dx
dy _4x*+3y®  4x° +3y2 _2x 8y
dx 2Xxy 2xy  2xy Yy 2X
siv=Y, entonces X =v’1,d—y =Uu+ x@
X y dx dx

=4x° +3y°

Ahora sacamos comun denominador

dv 2 v 4+V?
X—=—+4+—=

dx v 2 2V
Despejamos du y dx

XQ _ 4+V?
dx yAY
2vxdv = (4+v*)dx
2v > dv = 1dx
4+v X
Integrando a ambos lados:

2 1
J.4+\</2 dVZI;dX

Si u=4+v*

du =2v .. la integral esta completa
In(4+v*)=In(x)+¢,

Aplicamos exponencial a ambos lados:
") _ gt | g
4+Vv* =x+c,

V2 =x+c,—4
Sustituimos "v"

Y. X+c, -4
X
y=X{X+c,—4
,\-‘“°K"%
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Ecuaciones de la forma dy/dx=G(ax+hy)
Cuando el lado derecho de la ecuacion dy/dx=f(x,y) se puede expresar como una
funcioén de la combinacion ax+by, donde a y b son constantes:

dy =G(ax +hy)
dx

Entonces la sustitucion

Z=ax+by

Transforma la ecuacién en una ecuacion separable.
Ejempilo:

a_ y—x—1+(x—y+2)71

dx
y-x-1+(x=y+2) " ==(x=y)-1+((x-y)+2)"

({3l

Hacemos z=x-y. Para hallar dy/dx, derivamos z=x-y con respecto de “x” para
obtener dz/dx=1-dy/dx, de modo que dy/dx=1-dz/dx. Al sustituir se obtiene:
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dz

1—&:—z—l+(z+2)_1

Despejamos:
dz

9 =(z+2)- (z+2)7l

—=(z+2)-
dx (2+2) (z+2)
Obtenemos denominador y numerador:

dz ~(2+2)- 1 :(z+2)2—1
dx (z+2) 742
Despejamos
J. Z+2 —J.dX
(z+2

Z+2
J‘(zz+4z+4)—1dZ_J.dX

u=2*+4z+4
du=2z+4=2(z+2)

%In((z +2)° -1 =x+¢
Eliminamos el logaritmo:
(z+2)2 =ce” +1

Es la solucién implicita de 1—3—2 =—z-1+(z+ 2)_1
X
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I Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

I Método del factor integrante, método de los 4 pasos.

A continuaciobn pasaremos a resolver ecuaciones diferenciales que sean
ordinarias y de primer orden con un método propuesto, aunque no es el unico,
puede consultar otros textos para ver otras referencias y hacer comparaciones con
otros métodos.

El método del factor integrante implica tener la ecuacién en su forma estandar y
hacer los siguientes pasos:

1) Forma estandar de la ecuacion
Y poy=10
dx

2) Obtener el factor integrante.

ejp(x)dx
3) Obtener la funcion complementaria (solucion del sistema homogéneo
asociado)
-|P)d
y, =Ce 1"
4) Finalmente se saca la funcion particular (solucion del sistema no
homogéneo)
1 [POax
Yo = oo Je " F (x)ax
e

Por ultimo la solucion del problema estara dada por:

o

(x)dx
S| eJP% £ (x)adx
€

Y=y, +y,=Ce Ty

Ejemplo:

x:—y+(l+ X)y =esen(2x)
X

Paso 1 dejarla en su forma estandar:

1+X -X
xﬂ+(1+x)y=e—xsen(2X)=d_y+( + )yze sen(2x)
dx dx < -
;a“‘i;z;%%%
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Paso 2 encontrar el factor integrante:

P(x) = X
X

1+x 1
e de _ eJ.;+xdx _ eln(x)+x

Aplicamos propiedades de logaritmos

In(x)+x X

€ = Xe

Paso 3 obtener la funcion complementaria:

1+Xx

y, = ce T Z ge o
Aplicamos propiedades de los logaritmos
y. = Ce—ln(x)—x _ Celn(x’l)—x

y,=Cx'e* = Ce
X

Paso 4 finalmente se encuentra la solucién particular:

1

(x)dx
B .[P(x)dx .[EJ.P f (X)dX
(S

Yo

Si ya tenemos el factor integrante es mas facil sustituirlo directamente
jp(x)dx
e

X

= Xe

Nota: f(x)= £N(2X)

1 «\ €7sen(2x)
Vo =y U)o

Simplificando

= [ 0,

xe

1
Y, = Fjsen(ZX)dx

1 1 1
= ——c08(2X) |=———cos(2x
Vs xex( 2 ( )) 2xe” (2%)
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Por lo tanto la solucién al problema estara dada por:

Ce* 1
y=y.+y,= . 2o cos(2x)

A continuacién resolveremos otros ejemplos obviando algunas anotaciones:
Ejempilo:

ay _¢
dx

1)ﬂ—5y:0
dx

y

Z)eIP(x)dx _ ej’—de o

“[Px)d ~[-sxd
3)y. =ce JPooas =ce Jona = ce™

1
ejP(x)dx

P(x)dx 1 5y
4)y, = jef f(x)dx:e_TIes -0dx =0

y=y, +y,=ce”
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Ejemplo:

ﬂ+y:egx

dx

dy 3x
H—+y=e
)dx y

Z)eIP(x)dx _ ejldx _ o

3)y, = oo 1P _ oo T _ e
1 [Poon L oty - L [ty - L aa
4)yp_ejp(x)dxje f(x)dx_exje e dx—exje dx="e

-X 1 3x
y=y.+y,=ce” +-—e
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Ejemplo:

dy 3
—— +2Xy =X
dx Y

1)% +2xy =X
Z)GIP(X)dX _ eIZde _ exz

—| P(x)dx —| 2xdx 2
=cCe

3)y, =ce =ce”

4yy, =——— [l ™ (x )dx_—je xd

J.P(x)dx

Aqui tenemos que hacer uso del método de integracion por partes para poder integrar:

, , x? X2 x? x? X2 -1 ,
Iex xsdx:szoxeX dx = xze——jZXe—dx: xze——e—:ueX
2 2 2 2 2
u=x? dv = xe*’
du =2x v:e

jf"‘x"‘xf( )dx——je x3dx =

(<-1)
2

jP(x)dx

Y=Y +y,=ce” +
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I Ecuaciones de Bernoulli

Una ecuacion de primer orden que puede escribirse en la forma:

Y Py =Qeoy’
X

Donde P(x) y Q(x) son continuas en un intervalo (a, b) y “n” es un numero real, es
por lo tanto una ecuacion de Bernoulli.

Si n=0 o 1 es una ecuacion lineal y no se usa este método, para los otros valores
de n, la sustitucion

v=y

Transforma la ecuacién de Bernoulli en una ecuacién lineal.

—nﬂ 1-n _
y 0|X+P(><)y =Q(x)

Al hacer v=y"" y usar la regla de la cadena

dv
=~ =(1- -1
dx ( n)y

dy
dx

Entonces y™" %+ P(x)y"" =Q(x) se convierte en:
X

S Pogv=Q()

1-ndx

Como 1/(1-n) es sélo una constante, la ultima ecuacion es lineal.

Ejempilo:

dy 5
——-5y=—=x
dx Y 2 y

Esta es una ecuacion de Bernoulli con n=3, P(X)=-5 y Q(x)=-5x/2. Para
transformarla en una ecuacién lineal la dividimos entre y3 para obtener

5 dy ~ 5

322 _py?=_Zx
y dx y 2
;a“‘i;;’%éﬁ
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A continuacién hacemos la sustitucion v=y2. Como dv/dx=-2y3dy/dx, la ecuacién
transformada es

1dv 5
—_— :——X,
2 dx 2

dv
—+10v =5x
dx

Esta ultima ecuacion es lineal.

Al sustituir v=y- se obtiene como solucién:

_ X
2 :___+Celox

Ecuaciones diferenciales de primer orden problemas de aplicacion.

Ecuaciones diferenciales de sistemas fisicos

Las ecuaciones diferenciales describen el funcionamiento dinamico de un sistema
fisico, se obtienen utilizando las leyes fisicas del proceso. Este método se aplica
igualmente a sistemas mecanicos, eléctricos, de fluidos y termodinamicos.

Sea el sistema torsional resorte. Masa con un par aplicado Ta(t). Se supone
que el resorte no tiene masa. Se desea medir el par Ta(t) transmitido a la masa.

-

ws
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Como el resorte no tiene masa, la suma de los pares que actian sobre él deben
sercero0 Taf(t) - Ts(t) =0

Lo que implica que: Ta (t) = Ts ()

Se ve de forma inmediata que el par externo Ta (t) aplicado en el extremo del
resorte se transmite a través de (fluye) a lo largo del resorte de torsién. Debido a
esto se dice que el par es unavariable de through. De manera anéloga, a
diferencia en la velocidad angular asociada con el resorte de torsion es:

W (1) = Ws (t) — Wa (f)

Asi, la diferencia en la velocidad se mide entre los extremos del resorte y se
conoce por ello como variable acros. Estos mismos argumentos se pueden hacer
para las variables fisicas mas comunes (tales como fuerza, corriente, caudal, etc.).
En el sitio web MCS se puede encontrar infromacion realtiva al Sistema
Internacional de Unidades (Sl), asociado con las diferentes variables que se veran
en este blog. En la siguiente tabla se proporciona un resumen de las ecuaciones
descriptivas para elementos dinamicos lineales concentrados. Estas ecuaciones
son descripciones idealizadas y s6lo se aproximan a kas condiciones reales (por
ejemplo, cuando se usa una aproximacion lineal para un elemento distribuido).

orsidsg
»
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Circuitos electicos

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

La figura siguiente muestra un circuito que contiene una fuerza electromotriz de V
volt (V), un capacitor con capacitancia de C faradios (F) y un resistor con una
resistencia de R ohm La caida de voltaje a través del capacitor es Q/C,
donde Q es la carga en coulomb (C). La ley de Kirchhoff establece:

MM+§=wﬂ
C

pero I(t)=dQ/dt, asi tenemos que:

o 1,0
R?+EQ Vel

Suponga que la resistencia es de 5, la capacitancia de 0.5F, la bateria suministra
un voltaje constante de 60V y que la carga inicial es de Q(0)=0C.

Determine la carga y la corriente en el tiempo t.
Considere ahora que:
R=2, C=0.001F, Q(0)=0y V(t)=10sen60t-

Determine la carga y la corriente en el tiempo t.

Rﬂ+ Q. Elt)
dt  C
2£+ £ = 10 sen 60¢
dt 001
40 . 500 = 5sen 60r
dit
50dx = 50x

A0 Sy
e’ = Ssente dt

Ssen 60te” " dt = wv — vdu

0= rrr}.‘3':”
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V= __Scc«s 60t
60

du = 50" dt
dv = Ssen 60idt

s
_ ¢ cos60r + S0 ™ sen 60 — S0 0™ sen 608dt
12 720 720

— e cos60r 5 5
=€ COSOMT L 2 o gen60t——— 50&™ sen 60tdt
12 72 72

5 N 72 _ 5™ sen 60F — 57 cos 60F
72 72 72
77 _ 5" sen 60t —5¢"" cos 60t
72 72
5¢°" sen60r 3¢ cos60r
5sen 60te™ = - +c
77 61

5™ sen 60f 3 cos 60
- +o,0=0,f=0
72 61

3
c=—
61

Aie

Qe sen 607 3™ cos 60t . i
72 61 Al
. Ssen60f 3cos60r 37
Q{” = — +
72 61 61

500 :SE

PROBLEMA: CINEMATICA

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 55



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Un automoévil recorre 300 m en 20 segundos, sometido a una aceleracion
constante de @.8 m.s. Calcular:

1. Su velocidad inicial.
2. Su velocidad a los 20 segundos.
3. Lalongitud recorrida en los 10 primeros segundos.

X=Xo+Vot+%at2 V=V, + at

Si t= 20 segundos a=0.8 m/s?

1.Su velocidad Inicial.
300=0+Vo-20+> 0.8 202
20 V o = 300 - (3) (0.8 m/s?) (207)
20 V o =300 - (0.4) (400)

20 V o = 300 — 160

20 V o = 140

V o = 140/20

Vo =7 m/seg

2. Su velocidad en 20 segundos.
VE= Vo + at > (0.8) (109)
V= (7m/seg) + (0.8 m/s?) (20s) (0.4) (10?)

Ve= (7 m/s) + 16m/s

VE= 7m/seg
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3.Lalongitud recorrida en los10 primeros segundos.
X=0+V, 10+ (0.8)(10?)
X = (7Tm/s) (10's) + (0.8) (10?)

X =70 m/s? + 40m/s?
X =110 m

Logitud recorrida = X — Xo = 110m
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Ejemplo. Se tiene un movimiento vertical. De acuerdo a la
Cinemadtica, la expresion que define a la aceleracion es:

Vi = Vo
f
v,=0 y a=g (aceleracion de la gravedad)

y entonces,
% . .
g =Tf = v, =gt (velocidad en caida libre)
Por ofro lado, se sabe que la velocidad media estda dada por

a= si se trata de “caida libre”:

S . . .
v=? donde "s" es el espacio recorrido. Esta velocidad

también se obtiene mediante la expresion v=%
como se trata de caida libre, v, =0 por lo que v=% de
donde:

Vi S st

2 f 2
Como v, =gf, se puede escribir que:

2
S= % (disfoncio recorrida en caida Iibre)

Se aplican las primeras dos derivadas, que definen los
modulos de la velocidad y la aceleracion, y se tiene:

5=%T2 ; v=|§‘=% = v=gt
— dv d’s
OZ‘OIZEZW a=g

Se partio de la Fisica y con el Cdlculo se llegé al mismo
resultado.
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INTRODUCCION

Una herramienta importante de trabajo en electronica es el Analisis de Circuitos,
gue consiste basicamente en tener informacion sobre cuantas fuentes de energia
y de que clase, cuantos elementos de circuito y como estan conectados en un
circuito particular, se aplican las leyes de Kirchhoff, la ley de Ohm, las relaciones
voltaje corriente del condensador y la bobina y los circuitos equivalentes para
encontrar las magnitudes de los voltajes y corrientes dentro del circuito y saber

como varian en el tiempo.

En el caso de CIRCUITOS RESISTIVOS (circuitos con fuentes y solo resistencias)
aparecen ecuaciones de tipo algebraico, en el caso de CIRCUITOS RC (fuentes,
resistencias y condensadores), CIRCUITOS RL (fuentes, resistencias y bobinas) y
CIRCUITOS RLC (fuentes, resistencias, bobinas y condensadores) aparecen
ecuaciones diferenciales; en ambos casos se aplican herramientas matematicas

para solucionar las ecuaciones y resolver las incognitas.
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CIRCUITOS RESISTIVOS

Se muestran unos ejemplos de solucion de circuitos resistivos para demostrar la

aplicacion de las leyes y conceptos mencionados.

EJERCICIO:

Encontrar la corriente que entrega la fuente a las resistencias

b
10 C)

R F3
Sk% 2k§

Este es un caso de circuitos equivalentes, si se encuentra una Resistencia

equivalente de las tres la corriente que consume la resistencia equivalente es la

misma que consumen las tres resistencias.

Equivalente de Rz y Ra:

L1 Rp= 4 =12

1
R, 2K 3K 2K 3K
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La resistencia equivalente Rp esta en serie con R1 entonces: Req = R1 + Rp = 1K +
1.2K=2.2K

El circuito resultante es:

4 ?
. C) R1 = 22K

Donde aplicando la ley de Ohm, nos da: | = 10V / 2.2K = 4.54 mA.

DIVISOR DE VOLTAJE

La aplicacién de la Ley de Voltajes de Kirchhoff y la Ley de Ohm
a un circuito de resistencias en serie, permite obtener una nueva
herramienta de analisis llamada el DIVISOR DE VOLTAJE, que
nos indica que el voltaje total VT aplicado a la serie de
resistencias es dividido en voltajes parciales, uno por cada
resistencia, y el voltaje en cada resistencia VI es proporcional a

la magnitud de la resistencia correspondiente R..

o B W
Rgg By +R +R,+. +R +.. 4Ry
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EJERCICIO
Calcular el voltaje V3
5K <
R,V .
* V= R TR 4R 1}{%4}2?2}{2182?
10V 4K 172 TR

+

WI{ Vs

DIVISOR DE CORRIENTE

Un divisor de corriente se presenta cuando hay dos o mas resistencias en
paralelo, la corriente total It que llega al circuito se divide en tantas corrientes
como resistencias o circuitos hay en paralelo. En este caso la corriente que pasa
por cada resistencia es inversamente proporcional a la resistencia de esa rama, es

decir, a mas resistencia en la rama menor corriente y lo contrario.

- — —— - —

In [, 1, [ din

la corriente en la resistencia i es:

I. = Gi'IT
G 4G, G 4+ G+ G

Donde Gl1 = 1/R1; G2 = 1 R2, .. Gi = 1 Ri
(En general G = 1/R se llama la conductancia del elemento y se mide en Siemens)
Para el caso de dos resistencias se puede usar las siguientes expresiones:
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EJERCICIO

Hallar las corrientes |1 e |2 en el circuito

5 100mA

1, '¢Ig
IKS IKS

R, I 4K 100mb
'R, +R, 4E+IK

" o Bl K 100m4

- 20m
R,+k, 4E+IK

El resultado muestra que a mayor resistencia menos corriente.
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CIRCUITO RC

Los anteriores ejemplos muestran que para circuitos resistivos las soluciones son
ecuaciones algebraicas, en los circuitos RC, RL y RLC la aplicacién de las leyes
de Ohm y Kirchhoff generan ecuaciones diferenciales, la solucién de un circuito de
estos tipos es entonces un proceso de solucion de ecuaciones diferenciales,

donde cada caso particular esta determinado por las condiciones iniciales.

EJERCICO
Encontrar la funciébn de voltaje en el condensador como
+Vg - funcion del tiempo para el circuito:
R -+ ., e .
u(t) es la funcion escalén cuyo valor es:
C Ve
0 Si t<0
1sit>=0

Aplicando la ley de Voltajes de Kirchhoff se tiene: 5-u(t) - VR - Vc =0

Aplicando ley de Ohm: 5-u(t) - IR-R-Vc =0

Como los elementos estan en serie la corriente Ir de la resistencia es la misma del

condensador Ic, entonces:

5-u(t) - Ic:R-Vc =0
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Aplicando la relacién voltaje corriente en el condensador, queda:

S-u(tj—R-C-—d;i': ~V,.=0

Que es una ecuacion lineal diferencial de primer orden para el voltaje en el
condensador, la herramienta de solucibn mas usada es por Transformada de
Laplace, permite trabajar con casos sencillos y complejos, también cuando se
tienen sistemas de ecuaciones diferenciales.
Este ejemplo es a manera de informacién por lo que no haremos el detalle de la

solucion, la respuesta es:

_rt
V.=5-¢ %}Vﬂltios

Donde t se llama la constante de tiempo del circuito y corresponde al producto t =
R-C

Este ejemplo muestra el procedimiento general que se debe aplicar para resolver
los tipos de circuitos mencionados. Para algunos casos especificos de circuitos se
pueden aplicar soluciones practicas que permiten obtener una respuesta mas

rapida, a continuacion damos un método para resolver circuitos RC y RL.
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METODO PRACTICO PARA LA SOLUCION DE CIRUITOS RC Y RL
SENCILLOS

En general los circuitos RC y RL responden a un comportamiento exponencial
creciente o decreciente similar al que se indicO6 como solucién de la ecuacion
diferencial.

Toda variable v(t) que cambie exponencialmente en el tiempo tiene la siguiente

ecuacion:

vit)=v, — (v, — vi)-e_(%jl

donde vi es el valor inicial de v(t) en t = 0, vr es el valor "final", que se considera el
valor de v(t) cuando ha transcurrido un tiempo relativamente largo que en la
practica es un tiempo t mayor que 5 veces

Se aclara que en la expresion v significa variable y no se esta restringiendo solo a

voltajes, puede ser voltaje, corriente, potencia, fuerza, etc.
CONCLUCIONES

e Se visualiz6 la configuracion general para los circuitos RC , RL' Y RCL

e Se expuso las ecuaciones generales para el analisis de circuitos

e Se vieron los tipos de divisores (divisor de voltaje y divisor de corriente)

e Se explico el método practico para la solucion de circuitos RC Y RL
SENCILLOS
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OBSERVACIONES

Un circuito tiene una funcién especifica como se ha estudiado, pero una idea de
mejoria ser el generalizar cada circuito y poder asi, obtener funciones combinadas
de todos los circuitos, es decir, que al generalizar cada circuitos en sus diagramas

no serian tan complejos y diversos, haciendo mas facil su utilizacion.

RECOMENDACIONES

El estudio de circuitos llevan en si un conceptos basicos se deben ser analizados

para poder entender que es un circuito.

Se debe de distinguir que es un elemento pasivo y uno activo, saber donde estan

ubicados en el circuito
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Unidad III. |

1. Unidad Tematica lll.- Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Orden Superior
2. Horas Practicas 10

3. Horas Tedricas 10

4. Horas Totales 20

5. Objetivo

El alumno desarrollara las habilidades para el planteamiento y la solucién de
ecuaciones diferenciales de orden superior, aplicandolas a modelos relacionados
con la ingenieria en mantenimiento industrial, mediante el andlisis de los casos

MAas representativos.
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I Ecuaciones homogéneas y no homogéneas ‘

I Ecuaciones lineales de orden N

Una ecuacion diferencial de orden superior que tiene la forma:

a,(x)y" +a,, ()Y +..+a(X)y+a,(x)y = f(x)

En donde si f(x)=0, la ecuacién diferencial se denomina homogénea, pero si f(x)#0,
entonces la ecuacion diferencial se denomina no homogénea.

I Principio de Superposicion o linealidad

Sean yi, Y2, ¥3,...Yn-1, Yn Soluciones de una ecuacion diferencial homogénea de
orden n, entonces la combinacion lineal de estas es:

Y=CY,+CY, +CY; +...+C Y, , +C.Y,

También es soluciéon de dicha ecuacion diferencial

I Dependencia e Independencia lineal

Se dice que las funciones yi, y2,... ... ...

yn son linealmente independientes si la
Unica solucién de la ecuacion

G Y +CY, +CYs+..4+C Y, +C Y, =0

Donde C1=C>=C3=...=Cn=0

En caso contrario, es decir, si alguna de las constantes no es nula, las funciones
son linealmente dependientes.
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I Wronskiano

Es una funcién, cuyo nombre se debe al matematico polaco Josef Hoene-Wronski,
especialmente importante en el estudio de las ecuaciones diferenciales. El
Wronskiano se obtiene al resolver el determinante que esta conformado por un

conjunto de funciones y sus derivadas.

Supongamos que las funciones f(x)1, f(x)2,... f(X)n-1, f(X)n poseen al menos n-1

derivadas, entonces el Wronskiano esta dado por:

W (f, fpf, o, )=

Para el caso de tres funciones

Uno de los usos mas importantes del Wronskiano en las ecuaciones diferenciales

es el de verificar si un conjunto de soluciones es linealmente independiente o no.

Dado un conjunto de soluciones yi, Yz, ys...yn-1, Yn de una ecuacion diferencial
homogénea de orden n dicho conjunto de soluciones es linealmente independiente

si y solo si, en algan punto de un intervalo se cumple que:

WY1 Vo1 Yo ¥a) =0
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Ejemplo ilustrativo

Determine, mediante el Wronskiano, si las funciones dadas son linealmente

independiente o linealmente dependientes en el intervalo (-e,+)

Y= COS(X)1 Y, = sen(x), Y3 =1

Remplazando valores en:

fl f2 f3
W(f,f,f)=|f f f
fb i f

Se tiene que:

cos(x) sen(x) 1

W (yl’ Yo ys) =|-sen(x) cos(x) O
—cos(x) -sen(x) O

Resolviendo el determinante de orden 3 por el método de Sarrus:

cos(x)  sen(x)
—sen(x  cos(x)
W (¥y, Y50 ¥s) = |-C0s(x) —sen(x)
cos(x)  sen(x)
—sen(x  cos(x)

=0+sen’(x)—0+cos’(x)+0+0

O kO O B

W (Y, Y, Ys) = sen?(x) +cos*(x) =1

Como W (y,,Y,, ;) #0, entonces las funciones son linealmente independientes.
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I Ecuaciones lineales homogéneas con coeficiente constante. ‘

Ahora veremos ecuaciones lineales homogéneas de orden superior de la forma:
n n-1 n-2 !
ay +a,,y +a,y C+.t+ay +ay=0

Sin embargo nos centraremos especificamente en ecuaciones lineales
homogéneas de segundo orden de la forma:

ay"+by'+cy=0

Si intentamos encontrar una solucioén de la forma y =e™, entonces, después de

sustituir y'=me™ yy"=m?™ entonces podemos sustituir en la ecuacion anterior y
dejarla como:

am’e™ +bme™ +ce™ =0y simplificamos para:

emx(am2 +bm+c)=0

am?’+bm+c=0a esta ecuaciéon se le conoce como ecuacién auxiliar, la cual
podemos resolver con la formula cuadratica general.

_ —b++/b*—4ac

2a

m

Como esta es una ecuacion cuadratica habra tres casos posibles:

orsidsg
»
%,

o
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Caso 1:

m, y m, son raices reales y distintas ya que (b2 —4ac > 0) y tendra la solucion de la

forma:
_ m;x myX
y=ce™ +c,e™
Ejemplo:

10y"-7y'-12y =0
Lo ponemos de la forma:
10m® -7m-12=0

Entonces procedemos Unicamente a sustituir en la formula m1 y ma:

Ay 3y
y=ce > +cC,e?

Caso 2:

m, y m, son raices reales e iguales ya que (b2 —4ac = O) y tendra la solucion de la

forma:
_ my X my X
y=ce™ +c,xe
Ejemplo:

y"-6y'+9y=0

Lo ponemos de la forma:
m?>—-6m+9=0

m =3

Entonces procedemos Unicamente a sustituir en la formula ma:

3x 3x
y=ce” +c,xe
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Caso 3:

m, Yy m, son raices imaginarias ya que (b2 —4ac< 0) y tendra la solucion de la

forma:
y = c,e” cos(fx) +c,e“ sen(Sx)
Ejemplo:

y'+y'+4y=0
Lo ponemos de la forma:

m>+m+4=0

Entonces procedemos Unicamente a sustituir en la féormula ma:

1
y= clefEX cos(g @ X)

1
X)+C,e 2Xsen(
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I Ecuaciones lineales no homogéneas con coeficiente indeterminado. ‘

Ahora veremos ecuaciones lineales no homogéneas de orden superior de la
forma:

a,y"+a, .,y " +a Ly L tay +ay =0g(x)

Sin embargo primeramente nos centraremos al igual que en tema de coeficientes

constantes en ecuaciones diferenciales del tipo cuadrética.
La solucion general a este tipo de funciones estd compuesta de dos partes:

Y=Y *Y,

La solucion de yc es o mismo que vimos que en el caso de ecuaciones lineales

homogéneas con coeficientes constantes, para comprender mejor esto veamos un
ejemplo:

12y"-31y'+ 7y =5x* -3x+1
Primeramente obtenemos yc:

12m*-31m+7=0

Como g(x) tiene forma cuadrética pasamos a hacer lo siguiente:

5x* —3x+1

y, =ax’ +bx+c
y', =2ax+b
y", =2a

Y sustituimos esto en la primera parte de la ecuacion esto es:

% é MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 75



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

12y"-31y'+ 7y =5x* —-3x+1
12(2a)-31(2ax+b)+7(ax’ +bx+c)=5x" —3x+1
7ax’ +(—62a+7b)x+24a—31b+7¢ =5x* —3x+1
E igualamos los términos semejantes, es decir:
7ax’ +(—-62a+7b)x+24a—31b+7c =5x> —3x+1
Y resolvemos:
7a=5

5

a==
-

—62a+7h=-3
—62(§] +7b=-3
7

=310 -3
:

7b=—3+ﬂ
7
_289
7

289
728
49

7b

b:

I—\\\l‘\l

24a—-31b+7c=1

24(5}31(@)”(: 1
7 49

10 8% ;.
7 49
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Estos coeficientes a, b y ¢ son la solucion de yp

289 8168
49 343

5
y, =ax’ +bx+c==x"+
Entonces la solucién general esta formada por:

Y=Y *Y,

_ . g*, . .. 5, 289 8168
y=ce* +C,e% +-X"+—X+——
7 49 343

Ejemplo 2:

y"-10y'+ 25y =5x° -2
m®—-10m+25=0
m=>5

y, =ce” +c,xe™
Ahora sacamos Yp

y, =ax’ +bx+c
y', =2ax+b
y", =2a

Y sustituimos
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y"=10y'+ 25y =5%x* -2
2a-10(2ax +b)+ 25(ax2 +bx+c) —5x>-2
25ax? + (—20a+25b) x+2a—10b+ 25¢ = 5x% -2

25a=5
5

1
a=—-=2-
5 5

—20a+25b =-2
—ZO(EJ +25h=-2
5

—4+ 250 =2
25b=-2+4
25b =2
b=2

25

2a-10b+25c=0

2 1 -10 2 +25c=0
5 25

Z_ﬂ+250:0
5 5

250:—E+ﬂ
5 5
250=g
5

2
2

H‘@kﬂ\l\)
H
a

Estos coeficientes a, b y ¢ son la solucion de yp

Y, :ax2+bx+c:1x2+£x+—
5 25 125

Entonces la solucién general esta formada por:

‘;@o\i& “q,?n
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Y=Y +Y,

y =ce™ +c,xe™ PN
5 25 125
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I Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden. ‘

Introduccion:

Las Ecuaciones Diferenciales tienen una importancia fundamental en la
Matematicas para la ingenieria debido a que muchos problemas se representan a
través de leyes y relaciones fisicas matematicamente por este tipo de ecuaciones.
Es interés de este trabajo la deduccion de las Ecuaciones Diferenciales a partir de
situaciones fisicas que se presentan en determinados problemas de caracter
fisico.

Facilitan el andlisis de fenomenos fisicos, de ing. Eléctrica, mecanico y quimica.
Objetivos:

a) Mediante la primera y segunda ley de Hooke determinar ecuaciones
diferenciales.

b) Solucionar respectivamente los ejercicios del taller usando las
férmulas adecuadas de la leyes de Hooke y ecuacion diferencial para
hallar la funcion x(t).

c) Hallar mediante la ecuacion principal x(t) = Cl coswt+ C2 sen wt

los valores C1y C2.
Aplicaciones a la fisica:
d) Movimiento arménico simple
Ley de Hooke:

Supongamos que un cuerpo de masa M esta sujeto al extremo de un resorte
flexible suspendido de un soporte rigido (por ejemplo un techo), como se muestra
en la figura. Cuando M se remplaza por un cuerpo diferente Mi, el alargamiento del

resorte sera, por supuesto, distinto
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Figura 51

e) Por la Ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una fuerza de
restitucion F opuesta a la direccion del alargamiento y proporcional a
su magnitud s. Dicho en términos simples, F = ks, en donde k es una
constante de proporcionalidad. Aunque cuerpos de distinto peso
producen distintos alargamientos del resorte, tal elemento elastico

esta esencialmente caracterizado por él numero k.
Por ejemplo, si un cuerpo que pesa 10lb. Alarga el resorte en 1/2 pie, entonces,
10 = k (1/2) implica que k = 20 Ib. /pie.

Luego, necesariamente una masa que pesa 8 Ib. Alarga el mismo resorte en 2/5

pie.

N G
2 1 = ~e
- o
G P 4
f o \ cx
» &
C= s
P &
> P
L A <
fie =< ":,‘
ra o 2
L ) # o
<2 o
-,
fw: 1
1eg™
&) th) (
Figura 51
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Movimiento amortiguado

Una masa m unida mediante un muelle elastico a una pared como la que se
muestra en la Figura. Al aplicar a la masa unida al resorte una fuerza F(t) hacia la

izquierda, de forma que el muelle se comprima.

]

Este reacciona con una fuerza de igual magnitud hacia la derecha que produce un
desplazamiento de la masa en dicho sentido hasta hacer tope con un pieza
elastica que amortigua dicho desplazamiento hasta que la masa se para. En ese
instante el muelle se encontrara extendido respecto de su posicion de reposo por
lo que producird un nuevo desplazamiento de la masa hacia la izquierda,
provocando una nueva compresion del muelle, y asi sucesivamente. La
amortiguacion del movimiento del resorte se puede producir no solo por contacto
con otra pieza elastica sino también por rozamiento con el medio, o cualquier otra

causa.

Suponiendo que la fuerza de amortiguacién es proporcional a la velocidad: bx0 (t)
y que k, una constante, mide la rigidez del muelle (que depende del material del
gue este hecho), la segunda Ley de Newton conduce a la siguiente ecuacién que

sirve de modelo para el estudio de este fendmeno fisico:
Mx”(t) + bx’ (t) + kx(t) = F(t)

Esta ecuacion junto a las condiciones iniciales: x(0) = x0 (posicion de la masa en
el momento inicial) y x0 (0) = vO (velocidad de la masa en el momento inicial), que
podrian ser ambas cero si la masa esta en reposo en el momento inicial, forman

un Problema de Condiciones Iniciales que lo escribiremos asi:

orsidsg
»
%,

o
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Mx”(t) + bx0 () + kx(t) = F(t)
x(0) = x0, X’ (0) = VO

El objetivo de este capitulo es estudiar este tipo de ecuaciones diferenciales de
segundo orden. En particular la ecuacion (11.1) es una ecuacion diferencial de
segundo orden lineal no homogénea y de coeficientes constantes. Pero antes de
llegar a estas ecuaciones analizaremos otras ecuaciones de segundo orden que
pueden reducirse, mediante simples cambios de variables, a ecuaciones de primer

orden.
Movimiento forzado

Ecuacion diferencial del movimiento forzado con amortiguamiento Ahora

tomaremos en cuenta una fuerza externa, f(t), que actla sobre una masa

oscilatoria en un resorte; por ejemplo, f(t) podria representar una fuerza de

impulsién que causara un movimiento oscilatorio vertical del soporte del resorte.

La inclusion de f(t) en la formulacion de la segunda ley de Newton da la ecuacion
dx

mE = —kx - B+ f(o)

diferencial del movimiento forzado:

al dividir esta ecuacion por m se obtiene

dx ., dx
F‘FEAE‘fm‘zI:F{f}
;.a“‘l‘;‘;’x%
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P —— = E]
I

— -L—J
23

L=

E

F o
=

5
e e e — e

= 20= Gim, = .

Donde F(t) =f(t)lm y, al igual que en la seccidon anterior, Para resolver esta
ecuacion no homogénea tenemos el método de los coeficientes indeterminados o

el de la variacién de pardmetros.
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